MATEMATIKA OTLETTAR KOZEPSZINTU ERETTSEGI

BETEKINT® ANYAG

Az alabbiakban a ,,Matematika otlettar kozépszintii érettségire” cimi 400 oldalas konyvem
néhany oldalanak részletét tekintheted meg. Igyekeztem minél tdbb témakorbdl valogatni
ebben a 18 oldalnyi anyagban. Bizom benne, hogy meggy6ztelek, s megrendeled a konyvet.

Halmaz fogalma
A halmazt alapfogalomnak tekintjiik, nem értelmezziik. A halmaz elemekbdl all. Egy hal-
mazban annak mindegyik eleme, csak egyszer fordulhat eld, bar tobbszor felsorolhatjuk.

Jg A halmazokat altalaban az abécé nagy betiiivel Példaul: B
Jelolése: oliliiik xeB
Jetoyui. Ha nem eleme: x ¢ B

B :={1,2,3,4,6:12}

A betii utan a kettéspont
egyenlé jel a definialo
. egyenloség jele. (Olvasva:
Alha]mal\z elemeinek felso- ,, definicié szerint
rolasaval. egyenlé”) A kapcsos zaro-
jelek kozott soroljuk fel az
elemeket.

B::{X|XeN és x\lz}
Azok a természetes szd-

mok, melyek osztoi a 12-
nek.

Szintetikusan:

Megaddsa:

A halmaz elemeire jellemz6

Analitikusan: tulajdonsag megadasaval.

o, Legwbbszar.a Ezt a tovibbiakban halma-
Abrazoldsa: | Venn-Euler-diag- . .. B
rammot haszndljuk. zabranak nevezzik.

Halmazok szamossaga
A halmazok szamossaga alatt eleminek szamat értjiik. Jele: az abszolutérték jel. Példaul: ‘B‘ =4

A halmazok lehetnek végesek (elemeik szama meghatdrozhats), Vagy végtelenek (az elemek szama nem ha-
tarozhaté meg). Az egyetlen elemet sem tartalmazo halmaz iires halmaznak nevezziik. Jele: & vagy {}
Egyenlé halmazok, részhalmaz

A D halmaz valédi részhalmaza a C halmaznak, haa D minden|
eleme hozzatartozik a C halmazhoz, de nem egyenlok. Jele: Példdul:

DeC C:={ab;c;d;e; f}
Ha az egyenl6ség is megengedett akkor csak a részhalmaz elnevezést hasznal- | D = {C; d ; f }

juk, sekkora D < C jel6lést hasznaljuk.

Két halmaz egyenld, ha ugyanazokat az elemeket tartalmazza. | Példaul:
Ekkor mindkettd részhalmaza a méasiknak. Jele: A =B A= {2;3;4;6} ;

B := {12 valédi osztdi |
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Legnagyobb kozos oszto

Az a és b szamok legnagyobb kozos osztdjan az a és b szamok k6zos osztoi koziil a legna-
gyobb szamot értjiik.
Mas megfogalmazéasban: Legyena,b,d € N*. Az a és b szam legnagyobb kozds osztdjan azt a d
szamot értjiik, melyre teljesiil:

o a d koz0s o0szto, azaz d|a és d|b (d osztéja a-nak és b-nek)

e ad szam az a és b szam barmely k6z06s osztojanak tobbszorose.

A legnagyobb kozos oszto jele a zardjel. A fenti megfogalmazas alapjan: (a; b) =d

A legnagyobb k6zos 0sztdé meghatarozasa:
o Kisebb szamok esetén:

Példaul: hatdrozzuk meg a 24 és 36 legnagyobb kdzos osztojat!
Els6 modszer: felirjuk az adott szamokat osztoparok segitségével, melybdl egyszerii az osztok
felirasa:
24=1.24=2.12=3.-8=4-6 (4 tovabbiak mar ismétlédnek.)
36=1-36=2-18=3-12=4-9=6 -6 (4 tovabbiak mar ismétiédnek.).
Az osztok felirasanal eldszor a szorzatok elsé tényezdit ird le sorba, majd utana visszafelé a ma-
sodik tényezéket. Igy névekvé sorrendbe keriilnek az osztok.
24 osztoi: 1; 2; 3; 4, 6; 12; 24.
36 osztéi: 1; 2; 3; 4, 6; 9; 12; 18; 36.
A két szam koz0s osztoi: 1; 2; 3; 4; 6; 12.
A k0z0s osztok koziil a legnagyobb: 12.
Ezek alapjan: (24; 36) = 12.

Masodik modszer: o4 38
Elkészitjiik a két szam primtényezds felbontasat, majd mindegyiknél ugyan- 12 @ 18 @
azokat a szamokat megjeldljiik. 6|3 9|3
A megjelolt tényezok szorzatat vessziik. 3@ 3@
Ez a legnagyobb kozos oszto: (24; 36) =2 -2 -3 =12 1 1

e Nagyobb szamok esetén: elkészitjiik az adott szamok primtényezés felbontasét,

majd az azonos alapu, kisebb kitevéjii hatvanyok szorzatat vessziik.

Példaul:
a=3780=2°.3".5.7 Adottak az alabbi szamok primtényezds alakban. Meghatarozzuk a
b=1584 = 4. 32 11 legnagyobb kozés osztojukat.

) o2 Azonos alapii hatvany a 2 és a 3. Az a szamban a 2° , a b-ben 2*
(a; b) =2°-3"=36 szerepelt. Koziiliik a kisebb kitevdjii a 2% A 3 hatvanyai koziil ugyan-
igy valasztunk
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NEVEZETES SZORZATOK

a,b,ce R

1. Két tag osszegének (kiilonbsé-
gének) négvzete

2 2 2
(a * b) =a *2ab+b" ku tag osszegének (kiilonbségének) négyzete egyenld az elsé tag

négyzete t az elsé és a mdsodik tag szorzatanak kétszerese + a mdsodik tag négyzete. Ezt teljes négy-
zetnek is nevezziik.

o (x+3f =x"+x-3-2+3" =x"+6x+9
o (2c-5d) =(2¢) —(2¢)-(5d)-2+(5d) == 4c* - 20cd +25d*
o (2a2-30°) = (2% —2a?-30%- 2+ (30°]' = 4a* ~12a%b° + 9b°

.(3a 5b2]2 (3(1)2 3a 5b? (szJz 94 5ab®  25b*
—t— | == | +—— 2+ —| = + +—

4 3 4) 4 3 3 ) 16 2 9

2. Ugyanazon két tag 6sszegének
és kiilonbségének szorzata

2 2
(a + b) . (Cl — b) =a -b Ugyanazon két tag ésszegének és kiilonbségének a szorzata egyenld
a két tag négyzetének kiilonbségével.
Ebbél kévetkezik, hogy (a + b) | <a2 — bz) azaz a+b osztdja a?-b? , valamint

(a - b) | (a - bz) azaz a-b osztéja a?-b? kifejezésnek
° (x + 6) . (x - 6) =x?—-6*=x*-36 igy x+6 illetve x-6 osztdja az x>-36 kifejezésnek

o (4e—51)-(4e+57)=(4ef = (5/) =16¢* —25 >
(2 T2 )20 () 2 A B
5767 )5 67) s 6") "25" 36
((l +b+ C)2 = a2 + b2 + C2 +2ab + 2ac + 2bc Hirom tag dsszegének négyzetét kap-
Juk, ha a harom tag négyzetének osszegéhez hozzaadjuk az Osszes lehetséges modon kivalasztott két-két
£ | tag szorzatanak kétszeresét.
% | o (2x+3y+4) =(2x) +(By) +4> +2x-3y-2+2x-4-243y-4-2=
=
Ey =4x> +9y° +16+12xy +16x + 24y
E a b cY a\ (bY cY a b a c b c
S| | =+ == |+ H | 2 —+2 = —+2——=
= 2 3 4 2 3 4 2 3 2 4 3 4
_a b ¢ ab ac be
4 9 16 3 4 16
% % (a + b)3 = 613 + 3a2b + 3ab2 + b3 Két tag osszegének (kiilonbségének) a kobe =az elsé tag
= H
%D; kébe T az elsé tag négyzete szorozva a masodik tag haromszorosaval + az elsé tag haromszorosa szo-
2 2 rozva a masodik tag négyzetével * a masodik tag kébe.
1© Y
¥3 o(x+4)f =x*+x7-4-3+x-3-42+4° = x> +12x7 + 48x + 64
3 = 3
= ,(c djS (CY (c]z d c (djz (dj ¢ cfd cd® d°
< = - = = = = =34 —.3 = | = =
2 3 2 2 3 2 3 3 8 4 6 27
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Egyenlet, egyenlitlenség megoldasi elvei

A gyo6kok (megoldasok) megadasat jelenti az alaphalmazban. Ha nincs megadva az alaphalmaz, akkor

a kozépiskolaban valos szamoknak azt a legbdvebb részhalmazat értjiik alatta, amelyet az egyenletben,

egyenl6tlenségben szerepld fliggvények megengednek. A megoldéasara az alabbi modszerek ismertek:

(Természetesen az itt megadottaktol eltérd egyenlet, egyenldtlenség megoldasi étletek is léteznek.)

1) Kozelitd megoldas. (Elsésorban becslésre, az egyenlet, egyenlétlenség megolddsainak keresésére szolgdl
a fellépd hibak, pontatlansag miatt. Ha a feladat lehetdséget ad arra, hogy egy bizonyos tiiréshatdaron beliili meg-
oldasokat is elfogadunk, akkor elfogadott modszer.)

a.) Kétoldali kozelités modszere. = Az egyenletbe, egyenlétlenségbe egy elég nagy majd egy elég
kicsi értéket helyettesitiink be Ezutan a nagy értéket csékkentve, a kicsi értéket novelve vizsgaljuk a rela-
ciot az el0zd értékhez viszonyitva. A helyettesitési értékek egyenletes, célszerii valtoztatasaval kozelithet-
Jiik, esetleg el is érhetjiik a megoldast. (Ritkan alkalmazzuk!)

b) Grafikus megoldés. => Az egyenlet, egyenldtlenség két oldaldin szerepld fiiggvényeket kozos koor-
dindtarendszerben dbrdzoljuk, s innen olvassuk le a megolddst. = RITKAN PONTOS!

e Legyen adott kovetkezd egyenlet: (x — 5)2 —-1= —‘x — 5‘ + 5 Alaphalmaz: A=R

b (X\) Az egyenletet alkoto fiiggvényeket abrazoljuk kozos koordindtarend-
T szerben. Ezek a b(x) = (X _ 5)2 —1 illetve J(X) = —‘X - 5‘ +5
fliggvények.

Meghatdarozzuk a két fiiggvény grafikonjainak metszéspontjait. Ezek
X koordinadtdja adja a megoldashalmazt: x, =3 és x,=7 A meg-
i i ~ oldasok mindegyike eleme az alaphalmaznak. Visszahelyettesitéssel
Y, A\ ¥, \ _', \) " ellendrizve valoban megolddsai az egyenletnek.
X ) i(x

2) Rendezéssel torténd megoldas. Ezzel a médszerrel az egyenletek, egyenldtlenségek pontos értékeit,
gyokeit, megoldashalmazat adhatjuk meg.
a.) Lebontogatas elve. = Ha az egyenletben, egyenldtlenségben egy ismeretlen taldlhaté, akkor hasz-
nalhatjuk ezt az elvet.
3x+4=16 /-4 |Haagondolt szam 3-szorosihoz nem adtam volna hozzd 4-et, akkor
16 — 4 = 12 -t kaptam volna.

3x=12 ! : 3 | Ha a gondolt szamot nem szoroztam volna meg 3-mal, akkor 12 : 3 = 4 —et kaptam
volna
x=4 Ezt a megolddsi médot a legtobb esetben ,,fejben” is el lehet végezni.

b.) Meérleg elv. = Mindkét oldal egyenl valtoztatisa sordn mindig tij, legtobbszor az el6z6nél egysze-
riibb egyenletekhez, egyenldtlenségekhez jutunk. Ezekkel az ekvivalens dtalakitasokkal (amelyek soran
az eredeti egyenletnek egyetlen gyokét sem veszitjiik el, s nem kapunk olyan gyokét (hamis gyokot), amely
nem gyoke az eredeti egyenletnek) kapjuk meg a gyékoket, megoldashalmazt.

Ekvivalens atalakitasok

Ekvivalensnek nevezziik az atalakitast, ha az nem valtoztatja meg az eredeti egyenlet, egyenlétlenség
megoldasainak szamat. Ezek altaldban a kovetkez8k: Mindkét oldalhoz ugyanakkora szam, vagy nem nulla meny-
nyiség hozzaadasa, elvétele. Mindkét oldal szorzdsa, osztasa ugyanazzal a nem nulla szammal. Ha nullatol kiilon-
bozé értékii algebrai kifejezéssel szorzunk, vagy hatvanyozunk, akkor a gyokok szama novekedhet, osztds, vagy
gvokvonas esetén a megoldasok szama csékkenhet. Ezért ezek nem ekvivalens atalakitdsok.

Nem ekvivalens atalakitasok

Nullaval valo osztas. Ismeretlennel torténd osztas. Hatvanyozas — gyokvonas. Logaritmizalas.
Ellendrzés

A megoldashalmaz minden elemét vissza kell helyettesiteni az eredeti egyenletbe, egyenlétlenségbe,
hiszen csak igy bizonyosodhatunk meg réla, hogy ekvivalens atalakitasokkal oldottuk-e meg a
feladatot. A KONYVBEN SZEREPLO FELADATOK LEGTOBBJENEK ELLENORZESET AZ OLVASORA BiZOM!

4,
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Mozgasi (fizikai) feladatok

Megoldasi otletek: A mozgasi feladatokat grafikusan, illetve tdblazat felirdsa utdn egyenlettel, ritkan logikai
uton lehet megoldani. Mindegyik feladathoz rajzoljunk egy egyszerii vonalas abrat a feladatban szerepld adatokkal,
haladasi iranyokkal. A feladatok megoldasahoz leggyakrabban a tablazatos megoldast alkalmazzuk. A tablazatokban
azs = v -t képletet alkalmazzuk (ahol a betiik = S: Ut ; V: sebesség; t: id6 ; = a megfeleld mértékegységben). A
tablazatba beirjuk az adatokat, illetve a kozottiik levo osszefliggéseket. Egy lehetséges tablazat két jarmii mozgasara
a kovetkezo:

Ut[m] | Sebesség [m/sec] | 1dé [sec]

1. jArmii:
2. jarmii:
Az itt bemutatasra keriil6 megoldasi technika az egyenletrendszerekre épiil.

1) Egy 5,3 km hosszu korpalyan két zsoké versenyez. Az egyik atlagsebessége 12,5
km/h, a masiké 14 km/h. A palya egy pontjarol egyszerre indulnak.
a.) Mikor talalkoznak, ha ellenkezd iranyba indulnak el? L ssoké
\ . zsoké

.
Taldlkozasi pont’

A két zsoké egyiitt teszi meg a teljes utat!

2. zsoké
L mesoldss: Ut [km] Sebesség 1dé [h] A tablazatba sziirke hattérrel a feladat-
- meg : [km/h] ban megadott értékeket irtuk be.
Ha az elsé zsoké a masikkal valo talalko-
.. zdsig S utat tesz meg, akkor a masodik
1. zsoké: s 28 t zsoké a teljes utndl (5,3 km) ennyivel ke-
vesebbet.
A taldlkozdsig mindkét zsoké ugyanannyi
2. zsoké: 53-s 14 t idét tolt a pdlyan, ezért az idét mindkettd-
nél t-vel jeléljiik.
Egyenletek: s=12,5-¢ A masodik egyenletbe az S helyére behe-
lyettesitjiik az elsé egyenletben megadott
53-s=14-1 értéket.
53-12,5¢t =14t /+12,5¢
5,3=26,5¢ /:26,5
t=0,2

Vilasz: | 4 zsokék 0,2 éra= 0,2 - 60 perc = 12 perc mulva taldlkoznak.
Ellendrzés: | Az 1. zsoké 0,2 6ra alatr 0,2 -12,5 = 2,5 km-t tesz meg. A 2. zsoké 0,2 6ra alatt
0,2 -14 = 2,8 km-t tesz meg. Ketten egyiitt 2,5 + 2,8 = 5,3 km, azaz egyiitt a teljes
palyat jartak be.

11. megoldas: | Az elsd zsoké egy ora alatt 12,5 km-t a masodik 14 km-t tesz meg.

Ellenkezd iranyba indulva ketten egyiitt 1 ora alatt 12,5+14=26,5 km-t tesznek meg. Jeloljiik X-szel a palydn
egyiitt toltott iddt, igy ketten egyiitt X dra alatt x - 26,5 = 5,3 km-t tesznek meg. Ebbél

x=5,3:26,5=0,2. Azaz 0,2 6ra alatt teszik meg egyiitt a teljes utat.
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Masodfoku egyenlétlenségek

Megoldasi Stletek: A masodfoku egyenlétienségeket elsdsorban grafikus titon célszer(i megoldani. X € R

A megoldo-képlet alapjan meghatarozzuk a masodfoki kifejezések, mint fiiggvények zérushelyét, majd

az X2 el8jelét. Bz hatdrozza meg, hogy a parabola szérai felfelé, vagy lefelé allnak-e! Hozzavetlegesen (nem
pontosan) megrajzoljuk a parabolat, figyelve a zérushelyekre, és az el6z6leg emlitett eldjelre. Csak azt kell fi-
gyelni, mely x értékek esetén lesz a parabola vonalanak adott része az X tengelyhez képest a relacidjelnek megfe-
lel6 helyzetben.

A kifejezést a masodfoku fliggvény y = q - (x + c)2 + d alakira hozzuk, majd abrazoljuk koordina-

tarendszerben. Vizsgaljuk, hogy a parabola mely pontjai teljesitik a relacio szerinti feltételt.
Keressiik meg az alabbi egyenldtlenségek igazsaghalmazat! Az ellenérzést az olvaséra bizom!

1)

2)

9x? —=30x+25<0 y

I megoldas: A zérushelyeket a megoldo-képlettel hatdarozzuk meg.
_—730+4(-30) -4-9-25

X2

2.9
_30£4/900-900 30+0 30 5
18 18 18 3 1 > x

Ez azt jelenti, hogy a kifejezés teljes négyzet és a parabola gérbéje az adott pontban érinti az X teingeiyt. Az
x2 egyiitthatojanak eldjele pozitiv, igy a parabola az abran lathato helyzetben van. A parabola minden
pontja (az érintési pont kivételével) az X tengely folott helyezkedik el, azaz pozitiv. Az érintési pontban az
egyenldség esete all fenn. Ez az egyetlen pont elégiti ki a feladatban szerepld reldciok koziil az egyenldséget.

5

Igy ennek az egyenlétlenségnek egyetlen megolddsa van: x = =

3

9x? —30x+25:9-[x2 —%x]+25:9~(x2 —?xj+25:

2 2 2
=9. (xij B +25:9-[x7§j 725+25:9-(x7§J
3) 9 3 3

Lathatd, hogy a kapott fiiggvény a tengelypontjaban érinti az X tengelyt.

1I. megoldds:

9x’ —24x+17>0 A
L. megoldas: Meghatdarozzuk a parabola zérushelyeit. y
—24+(-24) -4-9-17
xl,z = =
2-9
_24+4576-612  24++-36
18 18 > X
Lathato, hogy a négyzetgyok alatt negativ szam szerepel, igy ennek az egyenletnek nincs a valos __.....ok

kozott megoldasa. A masodfokii tag eldjele pozitiv, igy a parabola teljes egészében az X tengely folott he-
lyezkedik el, azaz minden pontja pozitiv. A relacio tehat minden valos szam esetén igaz, tehat azonos egyen-

I6tlenség. A feladat megoldasa: X € R . A masodik megoldas is ezt bizonyitja.

9x* —24x+17:9~(x2 —%xj+l7:9~(xz —gx]+l7:

2 2 2
=9- x—ﬂ e +17=9- x—ﬂ -16+17=9- x—i +1
3 9 3 3

II. megoldas:
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Behelyettesité modszer

Az algebrai megoldas Iényege, hogy az egyenletrendszer valamelyik egyenletébdl kifejezziik az egyik
ismeretlen értékét (azt, hogy melyiket, azt a feladatban szerepld ismeretlenek egyiitthatéja alapjan célszerd eldon-
teni), majd ezt behelyettesitjiik a masik egyenletbe. Ha a feladat két ismeretlenes egyenletrendszer volt,
akkor a kapott egyismeretlenes egyenletet megoldjuk, majd a kapott értéket (egyik megoldas) az el6z6
kifejezésbe helyettesitjiik, hogy megkapjuk a masik megoldast is.
Tobb ismeretlenes egyenletrendszer esetén az egyik egyenletbdl kifejezett ismeretlent az Osszes tobbi
egyenletben szerepld ilyen tipust ismeretlenbe helyettesitjiik. {gy eggyel kevesebb egyenletet kapunk.
Megfeleld atalakitasokkal ismét kifejeziink egy ismeretlent, majd megismételjiik az el6z6 eljarast. Ezt
mindaddig ismételjiikk, amig egy egyismeretlenes egyenlethez jutunk. Ennek megoldasa utan visszafelé
egyenkeént behelyettesitjiik a kapott értéket, mig mindegyik ismeretlen értékét meg nem kaptuk.

Oldjuk meg behelyettesité modszerrel a kovetkez6 egyenletrendszert: (X; y) eRxR

2x+3 y= 10 Célszerii a masodik egyenletbdl kifejezni az 'y értékét, tekintettel arra,
hogy ennek egyiitthatoja a legkisebb, azaz egy egész.

3x-y=-7 y =3x+ 7, melyet az els6 egyenletbe helyettesitiink.

2X+3- (3X + 7) =10 A kapott egyenletet oldjuk
meg. =3-(-1)+7=-3+7

2X +9X +21=10 y 4( )

11x=-11 —

X =— A kapott értéket visszahelyet- A (_ l;+4) végeredményeket vissza-

tesitjiik y-ba = helyettesitéssel ellendrizni kell!

Egyenlé egyiitthatok madszere
Tobb egyenlet kozott hasznalhato algebrai megoldasi mod. E mddszer 1ényege, hogy megvizsgalva az
egyenletrendszerben az ismeretlenek egyiitthatoit arra toreksziink, hogy az egyik tipust ismeretlen a
két egyenletben egymas ellentettje legyen. Ha nem ilyenek, akkor alkalmasan valasztott szorzészammal
(az adott ismeretlenck egyiitthatdinak legkisebb kézos tobbszordsével) szorozzuk meg a sziikséges egyenletet,
vagy egyenleteket. Az igy kapott egyenleteket 6sszeadjuk. Hatasara egyismeretlenes egyenletet ka-
punk. Ennek megoldasat visszahelyettesitjiik valamelyik eredeti egyenletbe, hogy a masik megoldast
is kiszdmithassuk.
(Ha az egyenletekben sikeriil azonos ismeretlenek esetén egyenlé egyiitthatokat eléallitani, vagy az egyen-
letrendszer eleve igy keriilt felirasra, akkor a két egyenletet ki is vonhatjuk egymasbol, hogy kiessenek az
egyenld egyiitthatoju ismeretlenek. A kivondsnal vigydzzunk az eldjelekre!)

Oldjuk meg az egyenld egyiitthatok médszerével a kovetkezd egyenletrendszert: az (X; y) e Rx R alaphalma-

zon.

2x+3y=10 Megvizsgalva az egyenletrendszert, lathato, hogy az Y ismeretlenek egyiitt-
hatdi ellentett eldjeliick. Ha a masodik egyenletet 3-mal megszorozzuk, ak-

3x— y= =7 /-3 kor abszolut értékében egyenld, de eldjelében ellentett ismeretleneket ka-
punk.

2x+3 y= 10 Lathato, hogy csak a masodik egyenlettel foglalkoztunk, de az egyenlet-

+ rendszer miatt az elsé egyenletet is le kell irni.

9x -3y =-21 Az igy kapott két egyenletet dsszeadjuk!

11x = -11 Az dsszeadas hatasara az Y ismeretlenek , kiesnek”. Ez az egyenlet mar
egyszeriien megoldhato. A kapott értéket visszahelyettesitjiik valamelyik

x=-1 eredeti egyenletbe. It a madsodikat valasztottuk.

3. (_ 1) —y=-7 Célszerii betartani, hogy valamelyik eredeti egyenletbe helyettesitiink visz-
sza, hiszen ha az elvégzett atalakitasokba hiba csuszik, vagy esetleg nem

y= 4 ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, rossz az eredmény. A végeredménye-

ket visszahelyettesitéssel ellendrizni kell!

7.
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sz0G

FoGALMA: Két kdzos kezdépontu félegyenes a rajuk illeszkedo si-
kot két részre bontja. Ezeket a részeket szogtartomanyok-
nak, roviden szogeknek nevezzik. 4 szdgtartomdanyokat a
rajzon dltalaban ivekkel jeloljiik. Jellésiikre a gorég ABC kis-
betiiit alkalmazzuk. Ha nem jeloljiik kiilon, akkor mindig a kisebb
szogtartomdnyra gondolunk. (Itt ezt a szoget jeloltiik.) Forgas-
szognek is nevezzik, ha ugy tekintjiik, hogy az egyik fix
szarhoz képest a masik szarat a kozos kezd6pont kortil el-
forgatjuk. Ha a forgatds iranya ellentétes az 6ramutaté jardsa-
val, akkor pozitivnak, ha megegyezik az oramutato jarasaval, ak-
kor negativnak nevezziik.

MERESE: Minden szdghdz hozzarendelhetd egy olyan nemnegativ
valds szam, melyet a sz0g mértékszamanak nevezziik.

Pozitiv
\ forgatdsi irany

/

£ Negativ

. Fok: az egyenesszog (ldsd lejjebb) 180-ad része. Jele: 1° A fok hat- Jorgatdsiirdny
vanad része a szogperc: 1° = 60’ , illetve a szogperc hatvanad reé-
sze a szogmasodperc:1' = 60", igy 1° = 3600”

. Radian (ivmérték): 1 radian az egységnyi sugart kor, egységnyi ivéhez tartozo kdzépponti szog. Az egye-
nesszog értéke ivmértékben: JT . Jelolése: ha radianban adunk meg egy szog értéket,

akkor feliil ivvel jeloljiik: a vagy a rad szét irjuk utdna.

Awilrisok: 1" ~ 0,017453...rad valamint 1 rad ~ 57°17'45" ! !
Minden szogértékre: ¢y = SO a’ésa’ = 180 -a
80° T )
A sz0g két szdra azonos, a szogtarto-
Nullszog many a két egybees6 félegyenes. Er- -—

téke: 0"

A sz0g két szara azonos, a szogtarto-
Teljesszog many a teljes sik.
Ertéke: 360" =27

A sz0g két szara egy egyenesbe esik,
Egyenesszog | 2 szogtartomany a félsik.

Ertéke: 180° =1-7

A szog szarai merblegesek, a szogtar-
tomany az egyenesszog fele.

FAJTAL:\ Derékszog ) P
Ertéke: 90° = —
2

C
A nulla-szognél nagyobb, de a derék-
Hegyesszog srzégnél kisebb szog. if
Ertéke: o € b°;90°[ ¢
N

A derékszognél nagyobb, de az egye-
nesszognél kisebb szog.

Erteke: 3 € ]90“;180°[
Az egyenesszognél nagyobb, de a tel-
jesszognél kisebb szog.

Enéke: € [180°:360°

Tompaszog

Homoruszog
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A tengelyes tilkrozés tulajdonsagai
A tengelyre nem illeszked8 P pont és tiikorképe
aP' pont olyan PP' szakasz alkot, amelynek sza-

1.

kasz felezé merélegese af tengely.

A tengely barmely pontjanak képe énmaga.

A tengellyel parhuzamos egyenes tiikkorképe par-
huzamos a tengellyel. f'|| || f" 4 tengely az eredeti

és a tiikorkép egyenestdl egyenld tavolsdgra van.

A tengelyt metszé egyenes és a képe a tengelyen
metszi egymast. g (11 = g'(Vf = K A4 tengely felezi

az eredeti és a tiikirkép-egyenes dltal bezart széget.

Barmely alakzat tiikorképe egybevagd az eredeti

alakzattal.

ABCDnégw‘s:EJ’g = A,BlClDr,légvs:iig

D

A tengelyes tiikrozés a koriiljaras iranyat megval-

toztatja. (Lasd a rajzot!)

Tengelyes tiikorkép szerkesztése
Egy tengelyen kiviili P pont tilkrozése:
A szerkesztés 1épései:

1.

Besziirjuk a kérzét a P pontba. Kinyitiuk a pont és egye-
nes tavolsagandl nagyobb tavolsagra, majd elmetssziik az
egyenest két helyen.

Ugyanezzel a kérzényilassal az egyenesen levé metszés-
pontokbdl kériveket rajzolunk az egyenes P ponttal ellen-
tétes oldalan. E kiorivek metszéspontja a keresett P’ pont.

Tobb pont (alakzatok) tiikrozése:
A szerkesztés 1épései:

1.
2.

4.

A tengelyen kijeloliink két pontot. = T1 és Tz

A Ti pontba besziirjuk a korzdt, majd kérzémyildsba
vessziik az egyik pontot (pl.: A), majd az egyenes e pont-
tal dGtellenes oldalan korivet rajzolunk.

A T2 pontba beszirjuk a korzdt, majd korzémyildsba
vessziik az el6zd pontot (pl.: A), majd az egyenes e pont-
tal datellenes oldalan korivet rajzolunk.

Az eljarast mindegyik pontnal megismételjiik.

L B

f B

g

) T:

Pl

Egyenes tiikrozése: Jeloljiink ki rajta kér pontot (ha a két egyenes nem pdrhuzamos, akkor az egyik lehet a
tengellyel valo metszéspont is), majd e két pontot tiikréozziik! A tiikérkép pontokon dt az egyenes tiikorképe
megrajzolhato.

Szog tilkrozése: A szog csticsat, illetve a szégszarakon egy-egy pontot jeloljiink ki, majd e harom pontot
tiikrozziik. A kapott harom tiikérképen dt, figyelve a szog csiicsanak tiikorképére, a szog megrajzolhato.

Kor tiikrozése: Tikrozziik a kor kozéppontidt, majd az ij kozéppontba az eredetivel megegyezé sugdrral
rajzoljunk kort.
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2.) Szerkesztési feladatok:
a.) Szerkessziink haromszoget, ha adott a keriilete, és oldalainak aranya 2:3:4!

K=a+b+c

a b
3x

Ix

C

A hdromszog oldalainak ardnya:a:b:c=2:3:4
Ez act jelenti, hogy a keriiletet 2+3+4=9 egyenld részre
kell osztani.

Vegyiik fel a keriiletet jelold szakaszt, hizzunk egy
félegyenest, s jeloljiink be rajta 9 egyenld részt korzd-
vel. Az utolsé osztopontot kossiik dssze a szakasz vég-
pontjaval. Az igy keletkezett szakaszt toljuk el parhuza-
mosan a sziikséges osztépontokba. Ezek a parhuzamo-
solt metszik ki a keriiletbol a sziikséges szakaszok hosz-
szat. Ezekbdl meg tudjul szerkeszteni a haromszoget.

b.) Egy egyenlé szari haromszog alapja 10 cm, szarai 13 cm-esek. Szerkessziink ebbe a
haromszogbe egy téglalapot (gy, hogy annak 6 cm-es oldala a haromszdg alapjara,
masik két cslcsa a haromszég szaraira illeszkedjen. Szamitsuk ki a téglalap masik
oldalanak hosszat!

4
|
|
|
|
|
|
13 I 13
|7H
f
|
|
|
| b
|
|
. |F 3
L 0 M

C

Mivel a hdromszdg egyenld szdri, igy tengelyesen
titkros. A téglalapot szintén e tengelyre szimmetrikusan
kell elhelyezni. Mivel a 6 cm-es oldal fele 3 cm, igy a
szimmetriatengely F pontjdtol balra és jobbra a harom-
szog alapjan megjeldlhetjiik a téglalap L és M pontjat.
Ezekbe a pontokba merdlegest dilitva, e merdlegesek
metszik ki a szarakbol a téglalap mdsik két: K és N
cstlesat.

A haromszog magassaga: m L5t =13 =>m=12
A hidnyzo oldal kiszamitdsdhoz vegyiik észre, hogy
aCMN , ~ CFA,, mert egy szogiik kozos, masik
szogiik derékszog, igy a harmadik is egyenld. A hasonlo
hdromszdgek megfeleld oldalainak ardnya egyenld:

2:2:£233b2ﬁ24’g
m 5 12 5 5

10.
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Paralelogramma

Definicié: Az olyan négyszoget, melynek két parhuzamos oldalparja van, paralelogrammanak nevezzik.
AB || CD; BC ” AD (4 paralelogramma specidlis trapéz.)

Elnevezések

Magassagvonal: két parhuzamos oldal tavol-
saga. A paralelogrammanak két magassaga van.
Jelolése: aszerint, hogy melyik parhuzamos oldalak

tavolsagat jeloli: m_; my

Tulajdonsigok
1) Szemkdzti oldalai egyenldk: ~
AB=CD=a; BC=AD=b

Egy négyszog paralelogramma, ha szemkozti
oldalai parhuzamosak

2.) Szemkozti szégei egyenlok: DAB, = BCD_=¢a ; ABC_=ADC_=/
Egy négyszog paralelogramma, ha szemkozti szogei egyenl6k.
3.) Barmely két szomszédos belsd szdgének dsszege egyenesszdg. o + [ =180°
Egy négyszog paralelogramma, ha barmely két szomszédos belsé szogének dsszege 180°.
4)) Atloi felezik egymast. Metszéspontjuk: O, a paralelogramma szimmetria kdzéppontja. (4z dtlék

nem felezik a szégeket.)
Egy négyszog paralelogramma, ha atléi felezik egymast.

Paralelogramma keriilete, teriilete

A paralelogramma Kkeriilete egyenld kétszomszédos oldal

hossza 6sszegének kétszeresével.

A paralelogramma teriiletét ado eljarasok:

e A paralelogrammat részharomszogekre bontjuk, s ezek K paralelogramma — (a + b)' 2
teriiletdsszegét vesszik. T

e  Egy oldal hosszanak és az oldalhoz tartozd magassag
hosszanak szorzataval egyenld.

A ,, Teriiletképletek” fejezetben tovabbi trigonometriai dsszefiiggé-
seket talalsz.

Otletek

A paralelogramma szerkesztését és a szamitasokat segiti az alabbi néhany otlet:

e A paralelogramma specidlis trapéz, igy mindazok a tulajdonsagok, melyek érvényesek a trapézra,
igazak a paralelogrammara is.

e A paralelogrammanak két kdzépvonala van, melyek par- D F C
huzamosak, s egyenl6k a paralelogramma két oldalaval.
A két kézépvonal a paralelogramma szimmetria kézéppontjaban

o /
metszi egymast. A két kozépvonal négy egybevago paralelogram- 7/
A

=a-m,=b-m,

paralelogramma

mara bontja az eredeti paralelogrammat.

e Ha a paralelogrammat barmelyik oldalaval parhuzamos
egyenessel elmetssziik, akkor a két rész mindegyike pa-
ralelogramma.

11.
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HASAB

Ha egy sokszogvonal (nevezziik vezérvonalnak) pontjain keresztiil a tér egy adott (a sokszég sikjaval nem
parhuzamos) egyenesével parhuzamos egyeneseket (alkotékat) fektetiink, akkor végtelen hasabfeliiletet
kapunk. Ha ezt a végtelen feliiletet (két dltalanos helyzetii) parhuzamos sikkal elmetsziink, akkor a két sik
és a hasabfeliilet egy testet fog kozre, melyet hasabnak neveziink.

Elnevezések

e Alkoto6: a parhuzamos egyenes szakaszo-
kat alkotoknak nevezziik.

o Alaplap: a végtelen hasabfeliilet altal a két
parhuzamos sikbdl kimetszett, egybevagod
sokszoget a hasab alaplapjainak nevezziik.
Az alaplap feriiletét alapteriiletnek nevezziik. A
kényvben hasznalt jele: T,

e  Alapél: az alaplapon levé élek.

e Oldallap: a végtelen hasabfeliiletbdl az
alaplap élei altal kimetszett lapok.
Ezek a lapok paralelogrammak.

e  Palast: az oldallapok Osszessége.
Az oldallapok teriiletének dsszege a palast terii-

lete. A kényvben hasznalt jele: R

e Oldalél: az oldallapok élei.
o  Testmagassag vonal: a két alaplap tavolsaga. 4 konyvben az alaplapok tavolsagat M betiivel jeloljiik.

Hasabok csoportositasa

Alkotok helyzete szerint

Aszerint, hogy az alkotok milyen helyzetiiek az alaplap sikjaval,
a kévetkezd hasabokat kiilonboztetjiik meg:
e Ferde hasab: az oldalélek nem derékszdget zarnak } M
Py A M
be az alaplap sikjaval. Az oldallapok paralelogram- P ~
mak. Ekkor a hasab magassdgvonala az oldaléltdl kiilon- \ s

bozé.

e Egyenes hasab: az oldalélek merdlegesek az alaplap Egyenes hasdb Ferde hasdb
sikjara. Az oldallapok téglalapok. 4 hasdb magassag-
vonala és oldaléle egybeesik.

Ha kiilon nem emlitjiik, akkor a hasabok esetén mindig egyenes hasabokra gondolunk.

Alaplap szerint

o Sokszog alapu hasab: a szerint, hogy az alaplap milyen sokszég, megkiilonboztetiink négyzet
alapt-; téglalap alapu-; trapéz alapl-; ... ; sokszog alapu hasabokat. A hasab lehet ferde, vagy
egyenes. Koziiliik ismert a paralelogramma alapi, ferde hasab, melynek neve: Paralelepipedon. Rajza a
,, Felszin, térfogatszamitas” fejezetben talalhato.

e  Szabalyos hasab: ha az egyenes hasab alaplapja szabalyos sokszdg, akkor a hasabot szabalyos
hasabnak nevezzik. Illyen hasab példaul a négyzet alapii hasab, melyet Négyzetes oszlop néven ismeriink.
Ha a négyzetes oszlop oldallapjai is négyzetek, akkor a Kocka nevet haszndljuk. Ha a hasab minden lapja
téglalap, akkor Téglatestrdl beszéliink.

12.
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1.) Egy négyzetes oszlop alapéle10 cm, magassaga 20 cm. Mekkora a beldle készitheté maxi-
malis terfogatu henger felszine? Mekkora a két test felszinének és térfogatanak aranya?
Az adatok: g =10 cm; M =20 cm 4 maximdlis térfogatii henger

— N
’ alapkorének sugara megegyezik a négyzetbe irhato kor sugardval. Ez a

< ~ négyzet oldaldnak fele:  — a —r=5cm
2 -

A henger magassaga megegyezik a négyzetes oszlop magassagaval. Ezek
ismeretében meghatarozhatjuk a henger felszinét:

M Avpger =2-1-70-(r+M)=2-5-7-(5+20)
Avenger = 2507 cm?

// N A henger térfogata:
l i Vignger =12+ M =57 720
\*\ -
Pl henger =500z cm®
A hasab felszine, térfogata: A két test felszinének, térfogatanak ardanya:
A =2 T, +K-M =2-a% +4a-M =2:10* +4-10-20  Awnger _ 2507 _ 7
A, =1000 cm? Avasy 1000 4
Vit =T, -M =a? M =102 20 Vooge _ 500 _ 7
hasdb ™ - B V, 2000 4

haséb

=2000 cm®

hasab

2.) Egy vizszintesen fekvo henger alaku tartalyban 120 cm magasan all a viz. Hany liter viz

van a tartalyban, ha 16 dm atmérdjii, és két és fél méter hossz(i?
i A térbeli rajz elkészitése utan kiilon megrajzol-

) Juk az alaplapot. Képzeljiik el, hogy ezt a tar-
/ \ / \ / Tn\ talyt ,,megfagyott” vizzel a kérlapjara dllitjuk.
7 A i i

C B Ekkor egy hasabot kapunk, melynek magassaga
wl megegyezik a tartaly hosszaval. A térfogat meg-

) hatarozasahoz mar csak az alaplap teriiletét kell
Q meghatarozni. Az adatok:

H d =16 dm = r =8dm

M =25 dm; H =12dm
Az alaplap teriiletét kapjuk, ha a kérlap teriiletébdl kivonjuk annak | A kérszelet teriilete:

a korszeletnek a teriiletét, melynek kozépponti szoge: 2o A szog _r-i-h (r=m) 3
értékét a QBC derékszogii hdromszoghdl hatarozhatjuk meg. Ennek | %%~ 2
ismeretében az iv és a hur hosszat is megadhatjuk: 8-16,755-13,856 4

H-r 12-8 4 1 X _ 020 9975000 %
cosa = =ttt pm60 5
Ivhossza:; _ V-7 ° 887r ? toee = 39,3086 dm?

i= 50 a = 5o -120° = 1 =16,755 dm 4 hasdb alapteriilete:
Hur:(h : > 2 h 2 Ta :tkﬁr _tszelet

(EJ #(Hory = :{E) +16-64=h 1385 dn | 7 _161,6759 dm’
A korszelet magassiga:m=d —H =16-12=m=4 dm VT M
—_— Térfogat:

V =4041,898 liter

13.
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1.) Egy négyzet alapu gila alapéle 24 cm, magassaga 20 cm. Hatarozzuk meg az alap-
lap-oldalél, alaplap-oldallap, alapél-oldalél hajlas-

szogét!
Elkeészitjiik a gula rajzat, majd bejeldljiik a kapott csucspontokat, és is-
mert, valamint keresett értékeket. Igy az adatok:

a=24 cm ;M =20 cm

Az alaplap-oldalél hajlasszoge az AGE derékszogli haromszogben
megjeldlt ¢ szog. Ennek értékét ebben a derékszogii haromszogben csak

akkor tudjuk meghatarozni, ha az ismert testmagassag mellett még egy

oldalt ismernénk. Az € az alaplap atlojanak a fele. Az alaplap egy négy-

zet, melynek atloja az ismert:e = @ - \E képlettel hatarozhato meg. fgy

e a-ﬁ_ 2442
2

=16,9706 Innen mar felirhatjuk az AGE ha-

2 2

romszogben az O szdggel szemkozti befogd, és a szog melletti befogd aranyat: M 20

e
2
melybdl ¢ = 49°41
Az alaplap-oldallap hajlisszége a GFE derékszogii hiromszogben megjeldlt # szog. Ebben ismert a szoggel

szemkozti és a szog melletti befogo, igy:t 5= % _ % ~16667 melybdl B= 59°:02'

2
Az alapél-oldalél hajlasszoge a CFE derékszogii haromszogben megjeldlt )/ szog. Csak az alapél felét ismerjiik,

igy az AGE haromszogben kiszamitjuk a b oldalél hosszat:

sina = % =sin49°41' = % =b=26,2302 cm

__ 12 0,4575 - feyy = 62°46'

26,2302

Igy méar meghatarozhatjuk a CFE haromszog keresett szogét: cos y =

oo

14.
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Kivonas
Helyvektorok kiilonbségének koordinatai megegyeznek az egyes
helyvektorok megfelelé koordinatainak kiilonbségével.

a-b (a,—bsa,~b,) *
a(7;2) b(4;7) <
Peldal g —p (7-42-7)
a=b(3-5) é b-a(-39)

=2

I

<

A tanultak szerint a kiildnbségvektor a kisebbitendd végpontjaba mutat.
Igy ha az a vektorbdl vonjuk a b vektort, akkor a kiilonbségvektor az a
vektor végpontjaba mutat.

Vektor szorzasa szammal (konstanssal)

Egy vektor szam-szorosanak koordinatai megegyeznek a vektor
koordinatainak szdm-szoroséaval. A

Adott egy a (a] ;a, ) koordinatakkal adott vektor és egy k € R valos

szam. Ekkor ak - @ vektoron azt ac = k - @ vektort értjiik, mely-
nek koordinatai: C (k o al;k c a2)

Példaul: Adottak a kovetkezd vektorok: Q(S,Z) ;b (3,5)

2 2 2 2

e=2-b = ¢(2-32:5) = e (6:10)

€

Vektor hossza (abszolut értéke)
Egy g(al;az) vektor hossza (abszohit értéke) egyenld a vektor két

a,

koordinataja négyzetdsszegének négyzetgyokével. |Q| = &alz + a22

Peldaul: ¢(6;5) = |a|= V6> +5> =36+ 25 =61

Vektor skalaris szorzata

1

a,

a,

A vektorok szorzatat kétféle modon is meghatarozhatjuk. Adott két vektor:
C_’(al;az) §é(b1;b2) Példiul: 4(6;2) ;é(4;6)
1. Keét vektor skalaris szorzata egyenld, a megfeleld koordinataik szor-
zataval: g-b=a, -b +a, - b,
Példaul: g-h=6-4+2-6=24+12=36

2. Két vektor skalaris szorzata egyenld a két vektor abszolut értékének
(hosszanak), és a két vektor altal bezart sz0g cosinusanak szorzataval:
a-b=la|-|p|-cosy
A sz0g értéke: y = 42°42'20", illetve

| =/40 ;
fay a-b=+/40 -\/60 - cos 42°42'20" ~ 36

b|=~/60 -

15.
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2.) Egy haromszdg egyik cslcsa az A(— 4;—2) pont, két magassagvonalanak egyenlete:
my: 3x+11y=40 ; m : Sx+2y=13 c
a.) Hatarozzuk meg a masik két cstiicspont koordinatait!

A vazlatba berajzoljuk az ismert adatokat. Bejeldljiik az adott csticspontot, s

meghuzzuk a két magassagot, melyekrol tudjuk, hogy merélegesek a szemkozti

oldalra. Noa

Az adatok ismeretében probaljuk megszerkeszteni a hiromszoget. b m

A vazlat alapjan vegyiink fel a sikban ilyen helyzetii adatokat.

A szerkesztés 1épései: i

1. Az A pontbol allitsunk merdleges ¢ egyenest az m; magassagra. b

2. Acegyenes és az m, egyenes metszéspontja a B pont. \

3. Az A pontbdl allitsunk merdleges b egyenest az my, egyenesre. ¢ c

4. A Db egyenes és az m; magassag egyenes metszéspontja a C pont. A (-4:-2) B

E szerkesztési 1épések megegyeznek a feladat koordinatageometriai megoldasaval.

A megoldas lépései:

1. Ahhoz, hogy merdlegest tudjunk allitani a magassagokra, az egyenletiikbdl meg kell hatarozni ezek iranyvek-

torait: y - (2;—5) S Vo, (1 1 ;—3) Az adott egyenesekre merdleges egyenesek felirasdéhoz a normalvektoros

V1 V2 V1 Va2

egyenletet hasznéljuk: 4x + By = Ax, + By, , ahol
Igy az A ponton atmend, m. egyenesre merdlege ¢ egyenes egyenlete: ¢ : 2x+ 5y =2"4+7572,

Ebbéla ¢ :2x — 5y = 2 egyenlethez jutunk.

y
2. cN m, = B , melyhez a kovetkezd egyenletrendszert kell meg- ¢
oldani:
c: 2y-5y=2
=>x=6; y=2 a
m, :3x+11y =40 m, .
Igy a B pont koordinatai: B(6;2) b
3. Az A ponton atmend, s az My, egyenesre merSleges b egyenes
egyenlete: p: 11x+ 3y=11"4+3"2
Ebbdla h: 11x -3y =-38 X
c
4. bN m, = C, melyhez a kvetkezs egyenletrendszert kell meg-
oldani: A
b: 11x-3y=-38
=>x=-1; y=9
m,:5x+2y=13

igy a C pont koordinatai: C (— 1;9)

b.) Hatarozzuk meg a sulypontjanak koordinatait!
A haromszog stlypontjanak koordinatait az ismert képlettel szamitjuk ki:

g —4+6+‘1;—2+2+9 g 1;3j
3 3 3

16.
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SPECIALIS SOROZATOK

Szamtani sorozat

Ertelmezése
Az olyan szamsorozatot, amelynek minden tagjat, a masodiktol kezdve, tgy kapjuk meg, hogy az el6z6
taghoz ugyanazt a szamot (differenciat (kiilonbséget) = d ) hozzaadjuk, szamtani sorozatnak (halad-

véanynak) nevezzik. ¢, =a, +d (k1)

(Egy sorozat szamtani sorozat, ha kiilonbségsorozata alland6: A, —a, = d)

2. ]38 | 4 5 | .. | n
Elem sorszama:
*aq =-5d=2 S |31+ |+3]|..|a,=2n-7
e b =Td==-2 7153 |1 |-1]|..[|b=-2n+9
Osszefiiggések
A+, Egy szamtani sorozatban (a masodiktol kezdve) egy tag a
& = 2 =2:8 =a +a, két szomszédos tag szamtani kdzepével egyenld.
Egy szamtani sorozat adott a, elemétdl szimmetrikusan
a_;+a ;= 2- a, KN Koisd K si< elhelyezkedd elemeinek szamtani kozepe egyenl a koz-
(il SR ) biilsé elem kétszeresével. Ugyanez igaz paratlan sok
szomszédos elem esetére is.
a,=a, + (}’l = 1) -d Egy szamtani sorozat altalanos ( 7. ) tagjat ado képlet.
S = aqta, "= 2.a + (l’l - 1)' d n Egy szadmtani sorozat elsd 71 tagjanak Osszegét megadd
T g B 2 képletek.
Tipusfeladatok

Adott a SZAMTANI SOROZAT néhany adata. Szamitsuk ki a hianyzé értékeket!
Megoldasi tletek: Az adott képleteket alkalmazzuk. Vannak olyan feladatok, melyben a sorozat bizonyos ele-
meit adjak meg, esetleg a sorozat néhany tagjanak osszege szerepel. Ekkor elényosen alkalmazhato, ha az adatokat
tablazatba rendezziik.

a, =4
l-) d=3 &= ? Egyszeriien alkalmazzuk a képleteteket:

n=26"" "

S = ata, . S, = M n
4=a+(n-)-d : 2.4 %26 1)-3
ay =4+(26-1)-3 g AT 5o Vagy: o _2:4+120-1)3 o
26 2 26 2

Gy =79 S, =1079 S, =1079

17.
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1.) Abszolutérték fiiggvény Il.
aR—»RJkéh+ﬂ—h—ﬂ
1) Megoldas:
A fiiggvény két abszolutértékes fiiggvény kiilonbsége. Ezeket jelolve q(X) = ‘X + 3‘ illetve
r(x) = ‘X — 2‘ . E kett8 kiilonbsége az eredeti fiiggvény: C(X) = Q(X)— I’(X)
Ertéktablazatot készitiink ezekhez a fiiggvényekhez:
X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 8 4 5
q(x)=|x+3| 2| 1o | 1| 2|3 | a]|5s5 |6 | 7|38
r(x)=[x—2| 706 | 5| 4| 3] 2|10 |1]|2]s3
C(X)ZQ(X)—r(X) -5 -5 -5 -3 -1 1 3 5 5 5 5

Ezeket az értékeket abrazoljuk koordinatarendszerben.

[=Y

A Y

v

Fiiggvény vizsgalat:

D, :R

R, :c(x)e[-5;+5]

Szélsé érték: X, =—5Sha x<-3
X, =5hax=3

Zérushely: x, =—0,5

A fiiggvény a -0,5 pontban metszi az x tengelyt. Ennek
értékét most csak leolvastuk, de ki is lehet szamitani.
Ezt is itt latod!

A fiiggvény a zérushelyét a -3 és +2 kozott veszi fel.
Ekkor az elsé fiiggvény pozitiv, a masik negativ. A
fliggvény értéke a zérushelynél nulla.

Menete: X € ]— OO;—3[ = konstans, értéke -5
X e [— 3;+2] = szigorlan monoton nd.

X € ]—I— 2;+OO[ = konstans, értéke +5.

Korlatossag: Alulrdl és feliilrél is korlatos:
K=5

(=Y

A fliggvény értelmezési tartomanya a valos szamok hal-
maza.

A fiiggvény értékkészlete a -5 és +5 zart intervallumba
esé valos szamok halmaza

A fiiggvény a -5 értéket veszi fel a -3-ndl kisebb, vagy
egyenld helyen. A fiiggvény a +5 értéket veszi fel a +3-
nal nagyobb, vagy egyenld helyen.

e +3]-[x—2/=0
+(x+3)-"(x-2)=0
x+3+x-2=0

2x-1=0
1
X=—=
2

Megadjuk az x értékek azon intervallumait, ahol a fiigg-
vény mas - mas novekedést-csokkenést mutat.

A fliggvény értékkészlete a [- 5 ; + 5] intervallumba esik,
ezért létezik a fiiggvény korlatja.
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